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Si puo pensare in questo caso il problema come una interazione tra due popolazioni di animali che
sono perd cannibali, cioé si possono autodistruggere, popolazioni soggette entrambe a “caccia” e
ripopolamento da parte di un agente esterno.

Le due popolazioni possono essere viste l'una come i satelliti “preda” e l'altra come i frammenti
“predatori”.

In questo caso i satelliti-preda sono quelli piu grandi di una certa soglia, e sono predati dai
frammenti-predatori che sono pill piccoli. Le specie sono perd cannibali, ci pud essere cioé
interazione tra elementi della stessa specie: i frammenti hanno come prede non solo i satelliti pitt
grandi, ma anche loro stessi e a loro volta i satelliti grandi possono distruggere un loro “simile” ma
non un frammento. Tutte e due le specie inoltre sono soggette alla “caccia” da parte dell'atmosfera
terrestre che agisce su entrambe le specie; & poi presente un termine di deposizione in entrambe le
equazioni delle specie che dipendera dall'attivita umana di lancio in orbita. )
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Concludiamo questo capitolo, accennando al modello matematico
sicuramente pitu celebre fra quanti, in dinamica non lineare,
manifestano comportamenti caotici. Questo modello, dovuto a
E.N.Lorenz (1963), ¢ costituito da un semplice sistema di tre
equazioni differenziali del primo ordine, autonome, che presentano
non linearita di tipo quadratico (come, ad esempio, nel modello
preda-predatore). Il fenomeno fisico descritto & quello della
convezione termica di un fluido incompressibile, viscoso, in una
regione piana (cella) rettangolare, disposta verticalmente
(Fig.4.19). o

1l sistema di equazioni ordinarie &
ottenuto a partire dal modello
“esatto”, costituito da un sistema

di  equazioni differenziali a F;;b

derivate parziali (equazioni di \/
Navier-Stokes), dove le incognite

sono 1l campo di velocita del :
fluido, la temperatura, etc.. , P T ittt iitit
sviluppando le funzioni incognite CALORE

in serie di Fourier e troncando la

serie.

Fig.4.19

Le equazioni a derivate parziali si trasformano in equazioni
ordinarie, dove le nuove incognite sono i coefficienti dello sviluppo
di Fourier fino all'ordine considerato. Il fatto di trascurare i
termini (infiniti) successivi ad un certo ordine & legato
all'aspettativa che la soluzione (eventualmente dopo un periodo
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transitorio) oscilli solo secondo alcuni modi di vibrazione, essendo
gli altri sostanzialmente trascurabili. Il modello d; Lorenz ha la
forma seguente:

X=-0(X-Y)
Y=RX-Y-XZ ;. (4.29)
Z=XY~-b2

X ¢ il coefficiente del primo termine dello sviluppo della corrente
(funzione scalare, che nellipotesi di un sistema piano, invariante
rispetto alla terza coordinata spaziale, sostituisce il campo
vettoriale di velocitd); ¥ ¢ il primo coefficiente nello sviluppo della
temperatura e Z descrive I’andamento verticale della temperatura
stessa; 1 coefficienti ¢ (numero di Prandtl) e R (numero di
Reynolds adimensionale) caratterizzano le proprieta fisiche del
fluido, mentre b & legato alle caratteristiche geometriche della cella.
Nelle aspettative di Lorenz (e di chi lo aveva preceduto nell’opera
di ottenere modelli approssimati dalle equazioni di Navier-Stokes)
la (4.29) doveva costituire un modello “semplice” per lo studio dei
moti convettivi nell’atmosfera e, quindi, un passo importante sulla

strada da  percorrere per avere previsioni del tempo
“deterministiche”.

Per un’analisi approfondita delle proprietd del sistema (4.29)
rimandiamo a [22, Cap.11], limitandoci qui a segnalare che, oltre
alla soluzione di equilibrio (0,0,0), si possono facilmente
determinare altre due soluzioni di equilibrio e, fissati o e b, si
possono studiare le rispettive proprieta di stabilita al variare & R
(valori crescenti di R indicano, ad esempio, un gradiente termico

crescente fra le due facce orizzontali della cella e, quindi, un#9 E5e,

(i

notevole flusso convettivo). Per valori di R ~ 28 tutte le soluzion;

AT = costante

di equilibrio sono instabili e, per tutte le soluzioni di evoluzione R'?-e
considerate, si & osservata un’estrema sensibilita rispetto ai dati Oz jp

iniziali (si allontanano esponenzialmente 1'una dall’altra). Tuttavia,
per tutte le condizioni iniziali prese in esame, I’evoluzione porta
asintoticamente verso una regione invariante dello spazio delle fasi
X,Y,Z), dalla struttura geometrica estremamente complessa
cosidetta frattale), che & stata identificata come I’attrattore
caotico di Lorenz (detto “ad ali di farfalla” per la sua forma). Le
conseguenze di questo risultato sulla possibilit di predire uno stato
successivo del  sistema, con una precisione prefissata, sono
alquanto catastrofiche, poiché, come detto, I'incertezza (ovvero
Verrore di misura) sullo stato iniziale si propaga, con crescita
esponenziale nel tempo, sugli stati successivi. Le implicazioni di cid

-8
b=3

oPRe
R=15
6=35
b=4
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isioni del tempo, assumendo che la 'rt_aal_e turbolenza
?itllll?arri)al:e‘;ﬁga la stessapsensibilit& ai valori iniziali, sono tfst?;z
discusse da Lorenz in lavori del 1963 e 1964. In Fxg.4.20_r1p(;r 1acon
la proiezione dell’attrattore sul piano (X,Y) realizzata
PHASER, [14].

Fig.4.20

Riassumiamo alcuni aspetti caratterizzanti i sistemi di eqtlllazlopri
differenziali non lineari, ricordando, prima di tutto, che, ;n
generale, non & possibile ottenere esplicitamente (oIvvero =
termini di funzioni elementari) la soluzione di un PV 'p\efi w
sistema non lineare. Una volta appurata l'esistenza ed unicita te da_t
soluzione (vedi Cap.5) lo studio di tipo qualitativo, sia ﬁon ?jegt;
matematici rigorosi, sia med}apte simulazioni numeriche, tl‘ L i
quindi 'unico approccio possibile per conoscerne ‘le propr}et a. | .
le caratteristiche pii interessanti, rilevabili gia per sis _ercllillc o
dimensione 2, ricordiamo la possiblh‘ta dl_avere soluz;om perio 1e e
asintotiche (cicli limite) anche per sistemi non forzati (equaz;onSi 0
Van der Pol). Le soluzioni di tipo caotico possono preser% arato
partire dalla dimensione 3 (equazione del pendolo Oerutc;
equazione di Duffing, modello di Lorenz). Abbian_lo wjl use
presentare, in modo sommario e dql tutto fenomenodpglco, ?n "
questo aspetto della dinamica non !meama7 divenuto i grar:i mocs
in tempi recenti, per completarne, in qualche modo, c; tqua. ; s
riguardo osserviamo come, in sistemi completamente ed ermi o
(ad ogni possibile dato iniziale .c_orrllsponde una e una,um_ldo
soluzione), si abbia, di fatto, la crisi di tale determinismo gq o
slano presenti soluzioni caotiche: ’errore di misura commesso o
condizioni iniziali si propaga con grande rapidita e non ehposm
fare previsioni certe sullo stato del sistema per tempi lunghi.
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Partial Differential Equations: PDEs

PDEs = infinite soluzioni

PDEs + condizioni complementari = una sola soluzione
(sotto condizioni di regolarita per le funzioni incognite)

' nd

.. . 2 2 2
condizioni . QT(X,'[) _ k 0 - T( t) @_ A(X t) c? 8_ A(X t)
complementari ot 0C OX ot’ OX’

2 2 2

0° o 1 o ",
o — @(X, Y)+§(D(X Y)——g—op(x y) o — D(X, Y)+§(D(X y)=0

condizioni iniziali + condizioni al contorno
per le equazioni iperboliche e paraboliche
(i.e., diffusion equation, wave equation)

condizioni al contorno
per le equazioni ellittiche
(i.e., Poisson equation and Laplace equation)



Partial Differential Equations: PDEs

condizioni iniziali + condizioni al contorno
per le equazioni iperboliche e paraboliche
(i.e., diffusion equation, wave equation)
2

2 2
gT(x,t) =La—2T(x,t) a—ZA(x,t) =Cza—2A(x,t)
ot 0C OX ot OX

Nasce da un bilancio termico, se T e Rappresenta fenomeni vibratori,

la temperatura, e si chiama anche heat onde che si propagano. Fu trovata
equation o Fourier’s equation. da D’ Alambert per le corde vibranti.
Se T e la concentrazione, descrive la Descrive onde trasversali di piccola
diffusione di una sostanza diluita (gas o ampiezza in una corda, in una
liquido) in una fase disperdente membrana elastica, onde sonore ed
omogenea: € il caso tipico delle soluzioni.  anche onde elettromagnetiche nel
Allora si chiama Fick’s equation ed al vuoto.

posto della diffusivita termica (k/(oc)) c’¢
la diffusivita di massa.



Partial Differential Equations: PDEs

condizioni al contorno
per le equazioni ellittiche
(i.e., Poisson equation and Laplace equation)

o o

0%, y)+ L 0%, y) =~ p(x, V)

OX* oy &y

Rappresenta la versione non omogenea
dell’equazione di Laplace. Puo descrivere
una membrana su cui agisce una densita di
forza, un campo termico con sorgente, un
campo elettrico in presenza di una densita
di carica (e importante in vari problemi di
elettrostatica, come pure la sua versione
omogenea).

O° O°
—D(X, —O@P(Xx,y)=0
W ( y)+ayz (X,y)

Si chiama anche equazione del Potenziale
Puo fornire soluzioni statiche (stazionarie:
la soluzione non dipende piu dal tempo)
dell’equazione di D’ Alambert o
dell’equazione del calore. Puo descrivere
campi termici stazionari, problemi di
elettrostatica piana, moti piani di fluidi
perfetti incomprimibili.



Variabile Casuale (Aleatoria)

Definizioni, osservazioni e
principali proprieta
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Definizione

Una variabile aleatoria & dunque un
numero che viene assegnato, mediante
una determinata regola, a ciascun punto
dello spazio campione, ovvero a ciascuno
degli esiti possibili di un esperimento
aleatorio.
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